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Theorem: Let n, k be integers such that 2~ k s n - 2. A complete k-simplicial 
geometry of order n is unimodular if and only if k = 2 or k = n - 2. 
1. Introduction 
Les gkomktries simpliciales sur les rationnels ont et6 introduites par H.H. 
Crapo et G-C. Rota [3]. La definition s’htend h un corps quelconque. En 
particulier, les geometries simpliciales binaire s sont CtudiCes dans [4,5]. Dans 
cette note nous rkpondons B une question poke dans [7]’ en caractkisant les 
geomktries simpliciales compl&es unimodulaires. 
2. Gihm6tries simpliciales complktes. ThCor&me 
Nous utiliserons la definition suivante des geomhies simpliciales [2]. 
Soient F un corps, A un ensemble fini totalement ordon& et k un entier 
2 < k < IA I- 2*. Soit E = ($ l’ensemble des k-parties de A. Soit i3 l’application de 
E dans l’espace vectoriel F(kAl) d&nie par 
i=k 
ah, a2, . . . 9 ak)b c (_ 1)i-1b19 %, . . . , @-I9 ai+b ai+*, l l . , ak) 
i=l 
oii a&a*< l l . C ak dans l’ordre total sur A. 
Nous dhignerons par St[F’j la g6omCtrie combinatoire (matroi’de) de la 
dependance lineaire sur F de la famille (a(x)),,E. On montre facilement que 
Sf[F] ne depend pas de l’ordre total sur A. Observons par ailleurs que Se[F] ne 
dCpend que du corps premier de F; on ne perd pas en g&&alit& en supposant 
que F est un corps premier: F = Zp, le corps premier de caracdristique. g, 
p = 2,3,5, . . . ) ou F = Q, let corps des rationnels. Si IAl = iA’1 = n clairement Sf[F] 
* boursier a Paris de la Fondation C. Gulbenkian 
1 0 10.6 Ex.2 “Is every (binary) simplicial matroid regular?*’ 
2 La dCfinition peut Cire etendue B 0 s k < IAl moyennant certaines conventions. Cependant, les 
g&m&ries k-simpliciales obtenues pour k = 0, 1, IA I- 1, IA I &ant eriviales il nous a paru inu tile de les 
considerer ici. 
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et S;f’[F] sent isomorphes; nous designerous par S;[F] la g6omktr.e combinatoire 
correspondante. Nous dirons que S;[F] est la gkome’trie k-sim&iafe compl&e 
cl’ordre n sur E Une gt!om&trie k-sir lpliciale d’ordre n sur F est une sous- 
geometric de SE [ F]. 
L’equivalence de cette definition avec cel!e de Crapo et Rota est etablie dans 
[2]. Lorsque F= 2, la definition suivante est utilisee dans [4,5, ‘71: les circuits de 
S;f[ZJ sont tous les sous-ensembles non-vides X de ($) tel que toulie (SC - l)- 
partie de A est contenu dans un nombre pair d’elements de X, let X est minimal 
pour I’inclusion avec cette propriete. 
Rappeions la relation fondamentale etablie dans [3] 
(S;[r;l)” = Sn,+[F]. 
Concreternent I’isomorphisme de (Sf[F])L sur St__,(F), IAl = n, est donne par la 
bijection Xb-+A -- X de (2) sur (/,J. 
Les geometries 2-simpliciales compiittes sont les geometries graphiques. On sait 
que ces geometries sont unimodulaires [I, 61, resultat connu depuis H. Poincare 
sous une forme equivalente. Dans cette note nous nlontrons que les g&ometries 
graphiques et cographiques completes sont les seules geometries simpliciales 
complktes non-triviales unimodulaires. 
ThCo&me. Soient F un corps et n, k deux entiers tels yue 2 5~ k c n - 2. S;[F] est 
unimodulaire si et seulement si k = 2 ou k = n - 2. 
Rappelons que par definition une geometric G sur un ensemble E est 
unimodulaire s’il existe un Z-module unimodulaire V conenu dans ZE tel que 
les circuits de G soient les supports minimaux pour l’irnclusion des elements 
non-nuls de V. Un Z-module V contenu dans ZE est unirwdulaire si tout Ument 
non-nul de support minimal est proportionnel 2 un Mment de V f3 (-LO, l}“. 
3. IMmonstxation du thhori2me 
Ftant A --- JI nees une geometric G sur un ensemble E et E’ une partie de E nous 
;l@signerons par G(E’) la sow geometric de G sur E’, ,zt par G/E’ la geom&trie 
w E -- E’ obtenue par contraction de E’. 
enbme. .Soient A !UZ ensemble, a un e’le’ment de .A et C; un entier. On a, pour des 
valeurs convenables de k (en posant Sc[F] = S;t’) 
. Le premier isomorphisme r&Me immediatement de 
de St’ F] = Sp. On obtient Ie second en passant a l’orthogonal. 
la definition 
En effet 19 
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bijection X-A -X de (t) sur (,,!,J, n = IAI, etant un isomorphisme de (St)’ sur 
St-,, il vient 
Proposition 1. Pour tous entiers n, n’, k, k’ tels que 2 < k’s k et 2 G n’- k’ < n - k, 
S$ est un wzineur de SE. 
La Proposition 1 est une consequence immediate du Lemme. 
Proposition 2. Soient F un corps et n, k deux entiers tels que 3 < k < n - 3. SL[F] 
est bin&e si et seulement si F est de caractkistique 2. 
Dhmnstration. D’apres la Proposition 1 Sg[F] est un mineur de S;[F]. Soit 




sont des circuits de S$[F] quel que soit F, et que CAC’ = (C - C’) u (C’ - C) est 
independant dans Se[T;1 si la caracdristique de F est differente de 2. Done S$[F], 
et par suite S;[a, n’est pas binaire si car (F) # 2, (N.b. C et C’ sont des 
triangulations de la sphere, CAC’ une triangulation’du plan projectif). 
Considerons une geometric simpliciale complete S;[F] avec 3 G k 6 n - 3. Si 
SL[F] est unimodulaire, SE[F] est binaire, done d,apres la Proposition 2 SE[F] = 
S&&J. Par suite $[&I, mineur de S;[Z,] d’apres la Proposition 1, est uni- 
modulaire. La demonstration du theoreme se ramene ainsi a verifier que Ss[Z,] 
n’est pas unimodulaire. Notons que S,“[Z,l est une geometric sur (g) = 20 
elements, de rang (z) = 10. On a (St[Z,])” I+: S”,[ZJ. 
Rappelons le resultat suivant [6] 5.46: soient E un ensemble, V un Z-module 
contenu dans ZE, B une base de la geometric ayant pour circuits les supports 
minimaux pour l’inclusion des elements non-nuls de V. Pour tout x E E-B 
designons par u, l’unique Gment de V h support contenu dans B U (x} tel quc 
ZI, (x) = 1. Alors V est unimodulaire si et seulement si toute sous-matrice extraite 
de la matrice des v, x E E-B (pour une indexation quelconque) est de 
determinant &gal a -1, 0 ou 1” 
IXmonstration de Ia non-unimodularit6 de S:[Z,]. Soit A = (1, 2, 3, 4, 5, 6). 
Supposons que S$‘[Z,] soit unimodulaire et soit V un Z-module unimodulaire 
contenu dans Z’:’ tel que les circuits de S$‘[Z,] soient les supports minimaux pour 
l’inclusion des elements non-nuls de V. 
L’ensemble B des 3-parties de A contenant 1 est une base de S,“[Z,]. 
Considerons la matrice des U, pour x E (j\) - relativement B B. En utilisant le 
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Tableau 1. 


























1 * * 
1 6 * 
fait que 
on peut 
EV est encore un Z-module unimodulaire pour toute application 
A 
e: 3 0 
+-- 1,lj 
fixer a priori certains coefficients (voir Tabkau 1). 
Dans le Tableau 1 les 0 ne sont pas ecrits; cy, p, ‘y, S et les * sont egaux a 1 ou a 
- 1. Les determinants des sous-matrices (234,235,245} (lignes) x { 123,124,125} 
(colonnes) et {234,236,346} x (123,134,136} valent respectivement -1 - Q et 
- 1 - p ; done d’apres le Theo&me 5.46 de [6] (II = -1 et p = -1. Les determinants 
des sous-matrices 
et 
{235,236,245,346,456} x { 123,125, 136,145,1~!6} 
(234,245,346,45(i) x { 124,134,145,146} 
valent alors respectivement -y - 6 et y - 6, ce qui contredit le Theoreme 5.46 de 
[61* 
La preuve que now avos don&e de la non-unimocularitk de S;(Z,l com- 
Porte relativement peu de verifications. 11 est cependant interessant a titre 
d’illustration d’un autre theoreme bien connu de Tutte de donner les elements 
d’une second& preuve: 
Rapp&)ns en effet qu’une geometric binaire est unimodulaire si et seulement si 
aucun de ses nrineurs n’est isomorphe % la geom&trie de Fano ou a son orthogonal 
[6, Th6orkme 7.511. Le lecteur pourra verifier que les 3 circuits suivants de 
$[&I tngendrent une “‘Fano configuration” au sens de [6, 8 7.21: 
C, I= { 123, 124, 134,234), 
C’z = { 123,124,135,145,235,245}, 
C’3 ={123,126, 134,145,156,236,346,456}. 
A partir de cette configuration on construit comme dans [6, 7.211 un mineur de 
S~[Z’J isomorphe fi I’orthogonal de la geometric de Fano: par exemple la 
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123 134 135 
Fig. 1. 
sous-geometric sur l’ensemble ( 123, 124, 126, 134, 135, 145 234) de 
S~(Z&{156,235,236,245,346,456}. 
La structure de ce mineur est don&e par la Fig. 1. 
4. ProbGme 
Nous avons caracterise les geometries simpliciales completes unimodul :Gres. IJI 
parait evidemment beaucoup plus difficile de caracteriser les geometries sim- 
pliciales unimodulaires. 
Un examen des diverses preuves de la non-unimodularite de S;[Z,] mont+e qu: 
les sous-geometries utilisees cornportent toutes au moins 13 elements. On 
peut montrer que toute scas-geometric de S;[ZJ sur au plus 12 elements est 
unimodulaire. Plus generalement il serait interessant de determiner le plus grand 
entier f(k) te! que toute sous-geometric de S$Z,] resp. S;[F], n assez grand, sur 
au plus f(k) elemtints soit unimodulaire. 
Ajoutk lors de la correction des kpreuves 
Depuis la redaction de cette note nous avons appris que le probleme pose par 
Welsh avait ete Cgalement resolu par B. Lindstriim. 
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